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Данная статья является продолжени-
ем статей, опубликованных в журнале 
«Математика в школе», в которых были 
представлены задачи на нахождение наи-
больших и наименьших значений для 
учащихся 7, 8 и 9 классов.

В ней рассматриваются задачи на на-
хождение наибольших и наименьших 
значений расстояний и углов в простран-
стве, площадей сечений многогранников. 
Большинство из этих задач являются ана-
логами соответствующих экстремальных 
задач на плоскости. Они могут быть ис-
пользованы при обучении в 10-м классе 
на основных уроках, при проведении обоб-
щающего повторения и курсов по выбору, 
организации проектной и исследователь-
ской деятельности учащихся. 

В качестве дополнительной литерату-
ры, посвящённой экстремальным зада-

чам, рекомендуем книги [1–6]. 
В заключительной статье предлагаемой 

серии будут рассмотрены экстремальные 
задачи по геометрии для 11 класса. 

Начнём с задач, являющихся простран-
ственными аналогами задач о перпенди-
куляре и наклонной, которые были рас-
смотрены в первой статье.

Задача 1. Точка A не принадлежит 
плоскости β. Среди всех точек этой плоско-
сти найдите такую точку B, расстояние до 
которой от точки A наименьшее (рис. 1).

Р еш е н и е. Искомой точкой, расстоя-
ние от которой до данной точки A яв-
ляется наименьшим, будет основание B 
перпендикуляра, опущенного из точки A 
на плоскость β (рис. 2). Для любой другой 
точки B′ этой плоскости отрезок AB′ будет 
наклонной, следовательно, будет больше 
перпендикуляра AB.
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Задача 2. Точка A не принадлежит 
плоскости β. Докажите, что не существу-
ет точки С на этой плоскости, для которой 
расстояние AС наибольшее (рис. 3).

Р еш е н и е. Докажем, что такой точки 
не существует. Пусть B – основание пер-
пендикуляра, опущенного из точки A на 
плоскость β. Для произвольной точки C 
этой плоскости рассмотрим точку C ′, ле-
жащую на прямой BC по ту же сторону от 
точки B, что и точка C так, что BC ′ > BC
(рис. 4). Так как угол AC ′B острый и про-
тив большего угла треугольника лежит 
большая сторона, то сторона AC ′ тре-

угольника ACC будет больше стороны 
AC.

Следующая задача является простран-
ственным аналогом задачи Герона.

Задача 3. Точки А и В расположены 
по одну сторону от плоскости γ. Найди-
те такую точку С на этой плоскости, для 
которой сумма расстояний АС + СВ наи-
меньшая (рис. 5).

Р е ш е н и е. Опустим на плоскость 
γ перпендикуляр ВН и отложим на его 
продолжении отрезок НВ', равный ВН. 
Пусть С' – произвольная точка на пло-
скости γ (рис. 6). Прямоугольные тре-
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угольники BHС' и В'HС' равны (по двум 
катетам), следовательно, имеет место 
равенство С'В = С'В'. Сумма АС' + С'В 
будет наименьшей тогда и только тогда, 
когда наименьшей будет равная ей сумма
АС' + С'В'. Ясно, что последняя сумма 
является наименьшей в случае, если точ-
ки А, В', С' принадлежат одной прямой, 
то есть искомая точка С является точкой 
пересечения прямой АВ' с плоскостью γ.

Следующая задача относится к одному 
из важных свойств общего перпендикуля-
ра к двум скрещивающимся прямым.

Задача 4. На данных скрещивающих-
ся прямых a и b найдите точки соответ-
ственно A и B, расстояние между которы-
ми наименьшее (рис. 7).

Р еш е н и е. Искомым отрезком, имею-
щим наименьшую длину, будет общий 
перпендикуляр AB к данным прямым 
a, b (рис. 8). Действительно, пусть C, D 
– другие точки, принадлежащие этим 
прямым. Опустим перпендикуляр CС' 
на прямую a', проходящую через точку B 
и параллельную прямой a. Прямая CС' 
будет перпендикулярна плоскости γ, со-
держащей прямые a' и b. Отрезок CС' бу-
дет перпендикуляром к этой плоскости, 
а отрезок CD – наклонной. Значит, AB =
= CС' < CD.

В следующем важном классе задач 
представлены задачи на нахождение 
кратчайших путей по поверхностям мно-

гогранников. Общий метод решения этих 
задач основан на использовании развёр-
ток многогранников.

Задача 5. Найдите длину кратчайше-
го пути по поверхности правильного еди-
ничного тетраэдра ABCD, соединяющего 
середины рёбер AB и CD (рис. 9).

Рис. 9

Р еш е н и е. Рассмотрим развёртку, со-
стоящую из двух соседних граней данного 
тетраэдра, изображённую на рисунке 10а. 
Соответствующий путь по поверхности 
данного тетраэдра изображён на рисунке 
10б. Его длина равна 1.

Задача 6. Найдите длину кратчайше-
го пути по поверхности единичного куба 
ABCDA1B1C1D1, соединяющего вершины 
A и C1 (рис. 11).

Р еш е н и е. Рассмотрим развёртку, со-
стоящую из двух соседних граней куба, 
изображённую на рисунке 12а. Кратчай-
шим путём из A в C1 является отрезок 
AC1, длина которого равна 5.  Соответ-
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                                            а)                                                    б)
Рис. 10

                                        а)                                                            б)
Рис. 12

ствующий путь по поверхности куба изо-
бражён на рисунке 12б.

Рис. 11

Заметим, что указанный путь из A в C1 
является не единственным. Имеется шесть 
таких путей, длины которых равны 5,  
проходящих через середины рёбер BB1, 
A1B1, A1D1, DD1, CD и BC.

Задача 7. Найдите длину кратчайшего 
пути по поверхности правильной шести-

угольной призмы ABCDEFA1B1C1D1E1F1, 
соединяющего вершины A и D1. Все рёбра 
призмы равны 1 (рис. 13).

Рис. 13

Р еш е н и е. Рассмотрим развёртку, со-
стоящую из трёх боковых граней призмы, 
изображённую на рисунке 14а.

Длина кратчайшего пути по этим гра-
ням призмы равна длине отрезка AD1 и 
равна 10.  Соответствующий путь на по-
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                                       а)                                                                  б)
Рис. 14

                                         а)                                                   б)
Рис. 15

верхности призмы изображён на рисун-
ке 14б.

Однако путь из A в D1 может проходить 
не только по боковым граням, но и по боко-
вой грани и основанию. Соответствующая 
развёртка изображена на рисунке 15а.

В этом случае кратчайшим путём явля-
ется отрезок AD1, длина которого равна 

5 2 3.  Непосредственные вычисления 
показывают, что 5 2 3 10,  следова-
тельно, этот путь является кратчайшим. 
Соответствующий путь на поверхности 
призмы изображён на рисунке 15б.

Задача 8. На поверхности единичного 
куба ABCDA1B1C1D1 найдите точку, сум-
ма расстояний от которой до вершин A, 
C, B1 наименьшая (рис. 16). Чему равна 
эта сумма?

Рис. 16

Р е ш е н и е. Рассмотрим развёртку 
двух граней куба (рис. 17а).

Воспользуемся решением задачи Фер-
ма. Искомой точкой будет такая точка E 
на ребре BB1, для которой углы B1EA и 
B1EC равны 120° (рис. 17б). Непосред-
ственные вычисления показывают, что 
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                                           а)                                                       б)
Рис. 17

                                       а)                                                          б)
Рис. 19
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BE  1 3 1.AE B E CE  Анало-
гичными точками являются точки F и G, 

для которых 1
31 .
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Следующие задачи относятся к нахож-
дению наименьших углов в пространстве. 
Они аналогичны задачам на нахождение 
наименьших углов на плоскости, рассмо-
тренным во второй статье.

Рис. 18

Задача 9. На поверхности правильного 
тетраэдра ABCD найдите такие точки E, 
из которых ребро AB видно под наимень-
шим углом, то есть угол AEB наименьший 
(рис. 18). Чему равен этот угол?

Р еш е н и е. Искомыми точками явля-
ются вершины C и D данного тетраэдра. 
Углы, под которыми из этих точек видно 
ребро AB, равны 60°. Докажем, что для 
других точек E угол AEB будет больше. 
Если точка E принадлежит грани ABC и 
отлична от её вершин (рис. 19а), то она ле-
жит внутри окружности, описанной око-
ло этой грани. Следовательно, угол AEB 
будет больше угла ACB. Аналогично, до-
казывается, что для точек E грани ABD, 
отличных от её вершин, угол AEB будет 
больше угла ADB.

Если точка E принадлежит ребру CD и 
отлична от вершин C, D, то стороны AE, 
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Рис. 20

Рис. 22

Рис. 21

Рис. 23

BE равнобедренного треугольника ABE бу-
дут меньше сторон AC, BC треугольника 
ABC. Следовательно, угол AEB будет боль-
ше угла ACB. Если точка F принадлежит 
стороне BE или стороне AE тре-угольника 
ABE, то угол AFB будет больше угла AEB, 
следовательно, больше угла ACB.

Задача 10. На поверхности куба AB-
CDA1B1C1D1 найдите такие точки E, из ко-
торых диагональ BD1 видна под наимень-
шим углом (рис. 20), то есть угол BED1 
наименьший. Чему равен этот угол?

Р еш е н и е. Искомыми точками явля-
ются вершины A, C, D, A1, B1, C1 данного 
куба. Углы, под которыми из этих точек 
видна диагональ BD1, равны 90° . Дока-
жем, что для других точек E угол BED1 
будет больше. Рассмотрим сферу с диа-
метром BD1. Все вершины куба принад-
лежат этой сфере, а остальные точки E ле-
жат внутри неё. Следовательно, эти точки 

лежат внутри соответствующей большой 
окружности сферы. Значит, угол BED1 
больше 90° (рис. 21).

Задача 11. На поверхности правиль-
ной шестиугольной призмы ABCDEFA1B1-
C1D1E1F1 найдите такие точки G, из кото-
рых диагональ BE1 видна под наимень-
шим углом (рис. 22), то есть угол BGE1 
наименьший. Чему равен этот угол?

Р еш е н и е. Искомыми точками явля-
ются вершины A, C, D, E, F, A1, B1, C1, D1, 
F1 данной призмы. Углы, под которыми 
из этих точек видна диагональ BE1, рав-
ны 90° . Докажем, что для других точек G 
угол BGE1 будет больше. Рассмотрим сфе-
ру с диаметром BE1. Все вершины призмы 
принадлежат этой сфере, а остальные точ-
ки G лежат внутри неё. Следовательно, 
эти точки лежат внутри соответствующей 
большой окружности сферы. Значит, угол 
BGE1 больше 90° (рис. 23).
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Рис. 26 Рис. 27

Следующие задачи на нахождение 
наибольших и наименьших значений от-
носятся к теме «Построение сечений мно-
гогранников».

Задача 12. Найдите сечение правиль-
ного единичного тетраэдра, пересекающее 
все его грани, имеющее наименьший пе-
риметр (рис. 24). Чему равен этот пери-
метр?

Рис. 24

Р е ш е н и е. Рассмотрим развёртку 
тетраэдра (рис. 25а). Стороны четырёх-

угольника EFGH, являющегося сечени-
ем тетраэдра (рис. 25б), образуют на этой 
развёртке ломаную. Длина этой ломаной 
будет наименьшей, если все её вершины 
принадлежат одной прямой. Это будет, 
если стороны четырёхугольника EFGH 
параллельны соответствующим рёбрам 
тетраэдра. Периметры таких сечений рав-
ны 2.

Задача 13. Найдите сечение правиль-
ного единичного тетраэдра ABCD, парал-
лельное двум противолежащим рёбрам 
DA и BC, наибольшей площади (рис. 26). 
Чему равна его площадь?

Р еш е н и е. В сечениях правильного 
тетраэдра ABCD плоскостями, параллель-
ными прямым AD и BC, получаются пря-
моугольники EFGH с фиксированным 
периметром, равным сумме рёбер AD и 
BC. Из таких прямоугольников наиболь-
шую площадь имеет квадрат, получаю-

                                        а)                                                                    б)
Рис. 25
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щийся в сечении, проходящим через сере-
дину ребра AB (рис. 27). Его площадь 

равна 
1 .
4

Задача 14. Найдите сечение правиль-
ного тетраэдра ABCD, проходящее через 
середины двух противолежащих рёбер, 
наименьшей площади (рис. 28).

Рис. 28

Р е ш е н и е. Рассмотрим сечение
EFGH правильного тетраэдра ABCD пло-
скостью, проходящей через середины E, G 
соответственно рёбер AB и CD. Проведём 
диагональ EG и опустим на неё перпен-
дикуляры FF ′ и HH ′ (рис. 29а). Площадь 
четырёхугольника EFGH равна

1 ( ).
2
EG FF HH  

Она будет наименьшей, если наименьшей 
будет сумма FF ′ + HH ′. Эта сумма будет 
наименьшей, если отрезки FF  ′, HH ′ будут 

наименьшими, то есть будут общими пер-
пендикулярами соответственно AC и EG, 
BD и EG. Это будет, если точки F и H яв-
ляются серединами этих рёбер. Искомым 
четырёхугольником наименьшей площа-
ди является квадрат EFGH (рис. 29б).

Задача 15. Найдите сечение единич-
ного куба, пересекающее все его грани, 
имеющее наименьший периметр (рис. 30). 
Чему равен этот периметр?

Рис. 30

Р еш е н и е. Рассмотрим развёртку ку-
ба (рис. 31а). Стороны шестиугольника 
EFGHIJ, являющегося сечением куба 
(рис. 31б), образуют на этой развёртке ло-
маную. Длина этой ломаной будет наи-
меньшей, если все её вершины принад-
лежат одной прямой. Это будет, если се-
чение перпендикулярно диагонали куба. 
Периметры таких сечений равны 3 2.

Задача 16. Найдите сечение куба

                                    а)                                                              б)
Рис. 29
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 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

                                          а)                                                            б)
Рис. 31

ABCDA1B1C1D1, проходящее через две 
противолежащие вершины B и D1, наи-
меньшей площади (рис. 32). Найдите эту 
площадь для единичного куба.

Р еш е н и е. Сечением куба ABCDA1B1-
C1D1 плоскостью, проходящей через вер-
шины B, D1 и точку E на ребре AA1, будет 
параллелограмм BFD1E. Из точки E опу-
стим перпендикуляр EG на прямую BD1. 
Площадь сечения равна BD1  EG. Она бу-
дет наименьшей, если наименьшим будет 
отрезок EG, то есть если этот отрезок будет 
общим перпендикуляром к прямым AA1 и 
BD1. Это будет, если точка E является се-
рединой ребра AA1. Таким образом, иско-
мым сечением наименьшей площади яв-
ляется ромб BFD1E (рис. 33). Для единич-

Рис. 32 Рис. 33
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