
 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

В школьном курсе геометрии доказы-
вается, что медианы треугольника пересе-
каются в одной точке и делятся этой точ-
кой в отношении 2 : 1, считая от вершин. 
Здесь же мы выясним, в каких отношени-
ях могут делить друг друга биссектрисы, 
медианы и высоты треугольника точками 
их пересечения.

Предложенные задачи могут быть ис-
пользованы для организации исследова-
тельской деятельности обучающихся, при 
проведении обобщающего повторения и 
подготовке к ОГЭ.

Задача 1. В каком отношении точка 
O пересечения биссектрис AA1 и CC1 тре-
угольника ABC может делить биссектрису 
СС1?

Р еш е н и е. Обозначим стороны тре-
угольника AB = c, AC = b, BC = a. Вы-
разим отношение CO : OC1 через эти сто-

роны. Для этого через точку C1 проведём 
прямую, параллельную прямой AA1, и 
обозначим A′ её точку пересечения со сто-
роной BC (рис. 1).

Рис. 1

По свойству биссектрисы треугольника 
точка C1 делит отрезок AB в отношении
b : a. По теореме о пропорциональных 
отрезках точка A′ делит отрезок A1B в 
отношении b : a. Следовательно, для не-
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которого числа t выполняются равенства 
A1A′ = bt, A′B = at. Так как точка A1 делит 
отрезок BC в отношении c : b, то имеет 
место равенство

1 1
( ) .b b a b tCA BA

c c
Тогда отношение CA1 : A1A′ равно .a b

c
 

Следовательно, отношение CO : OC1 так-

же равно .a b
c

Из этого, в частности, следует, что это 
отношение не может быть меньше или 
равно 1 и может принимать любое значе-
ние, большее 1.

Задача 2. В каком отношении может 
делить биссектриса треугольника его ме-
диану?

Р еш е н и е. Предположим, что биссек-
триса AA1 треугольника ABC пересекает 
медиану CC1 в точке O. Обозначим сторо-
ны треугольника AB = c, AC = b, BC = a. 
Выразим отношение CO : OC1 через эти 
стороны. Для этого через точку C1 прове-
дём прямую, параллельную прямой AA1, 
и обозначим A′ её точку пересечения со 
стороной BC (рис. 2).

Рис. 2

Тогда отрезок C1A′ является средней 
линией треугольника ABA1. Следователь-
но, A1A′ = A′B. По свойству биссектрисы 
треугольника точка A1 делит отрезок BC 
в отношении CA1 : A1B = b : c. Значит,
CA1 : A1A′ = 2b : c. По теореме о пропорцио-
нальных отрезках получаем равенство

1

2 .CO b
OC c

Это отношение может принимать лю-
бые значения, большие нуля. В частности, 
оно равно 1, если c = 2b, равно 2, если
b = c.

Задача 3. В каком отношении биссек-
триса треугольника может делить его вы-
соту?

Р еш е н и е. Предположим, что биссек-
триса AA1 треугольника ABC пересекает 
высоту CC1 в точке O (рис. 3).

Рис. 3

Так как AO – биссектриса треугольни-
ка ACC1, то имеют место равенства

1 1

1 .
cos

CO AC
OC AC A

Следовательно, отношение 
1

CO
OC

 может 
принимать любое значение, большее еди-
ницы. В частности, биссектриса не может 
проходить через середину высоты.

Рассмотрим теперь медиану треуголь-
ника. Выясним, в каких отношениях ме-
диана может делить биссектрису и высо-
ту.

Задача 4. В каком отношении медиа-
на треугольника может делить его биссек-
трису?

Р еш е н и е. Предположим, что медиа-
на AA1 треугольника ABC пересекает бис-
сектрису CC1 в точке O (рис. 4).
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Á

A1

C1 B

C

O

A

A1

C1

B

C

O



52 Математика в школе  1 / 2021

 Любое распространение материалов журнала, в т.ч. архивных номеров, возможно только с письменного согласия редакции.

      

Рис. 4

Если бы точка O была серединой бис-
сектрисы CC1, то отрезок OA1 был бы сред-
ней линией треугольника BCC1. Следова-
тельно, прямая OA1 была бы параллельна 
прямой AB, что неверно. Значит, медиана 
треугольника не может проходить через 
середину биссектрисы. 

Для нахождения возможных значений 
отношения CO : OC1 обозначим стороны 
треугольника AB = c, AC = b, BC = a. Через 
точку C1 проведём прямую, параллельную 
прямой AA1 и обозначим A′ её точку пере-
сечения со стороной BC (рис. 5).

Рис. 5

По свойству биссектрисы треугольника 
точка C1 делит отрезок AB в отношении

b : a. По теореме о пропорциональных от-
резках точка A′ делит отрезок A1B в отно-
шении b : a. Следовательно, для некото-
рого числа t выполняются равенства A1A′ 
= bt, A′B = at. Так как точка A1 – середина 
отрезка BC, то имеет место равенство

1

1

( ) 1.
CA a b t a
A A bt b

Следовательно, отношение CO : OC1 

также равно 1.a
b

Из этого, в частности, следует, что это 
отношение не может быть меньше или 
равно единицы и может принимать любое 
значение, большее единицы.

Задача 5. В каком отношении может 
делить медиана треугольника его высо-
ту?

Р еш е н и е. Предположим, что медиа-
на AA1 треугольника ABC пересекает вы-
соту CC1 в точке O (рис. 6). Для нахож-
дения возможных значений отношения
CO : OC1 обозначим стороны треугольни-
ка AB = c, AC = b, BC = a. Через точку C1 
проведём прямую, параллельную прямой 
AA1, и обозначим A′ её точку пересечения 
со стороной BC (рис. 7).

     

Рис. 6

Тогда AC1 = b · cos A, BC1 = a · cos B. 
Следовательно, для некоторого числа t вы-
полняются равенства A1A′ = t · b · cos A,
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A′B = t · a · cos B. Так как точка A1 – се-
редина отрезка BC, то имеет место равен-

ство cos cos .
2
at b A t a B  Учитывая, 

что b · cos A + a · cos B = c, находим ,
2
at
c

 

значит, 1
cos .

2
a b AA A

c
 По теореме о 

пропорциональных отрезках отношение 
CO : OC1 равно отношению CA1 : A1A′ и 

равно .
cos
c

b A

Рис. 7

Поскольку точка C1 может находиться 
в любом месте внутри отрезка AB, то это 
отношение может принимать любые зна-
чения, большие 1. Если предположить, 

что 1,
cos
c

b A
 то в этом случае угол B 

будет тупым, а медиана AA1 и высота CC1 
не будут иметь общих точек. Если 

1,
cos
c

b A
 то в этом случае угол B пря-

мой, высота CC1 совпадает со стороной 
CB, а медиана AA1 будет иметь с этой вы-
сотой общую точку A1.

Таким образом, отношение CO : OC1 
может принимать любые значения, боль-
ше или равные 1.

Рассмотрим теперь высоту треугольника 
и выясним, в каких отношениях она может 
делить биссектрису, медиану и высоту.

Задача 6. В каком отношении точка O 
пересечения высот AA1 и CC1 треугольни-
ка ABC может делить высоту СС1?

Р еш е н и е. Докажем, что отношение 
CO : OC1 может принимать любое зна-
чение k > 0. Рассмотрим прямоугольный 
треугольник BCC1 (рис. 8). 

Рис. 8

Отметим на катете CC1 точку O, деля-

щую этот катет в отношении 
1

.OC k
OC

 Че-
рез точку O проведём прямую, перпенди-
кулярную прямой BC. Найдём её точку A 
пересечения с прямой BC1 – точку A. Тре-
угольник ABC будет искомым треугольни-
ком, в котором точка O пересечения высот 
AA1 и CC1 треугольника ABC делит высо-

ту СС1 в отношении 
1

.OC k
OC

Для треугольника ABC с заданными 
углами найдём отношение, в котором точ-
ка O пересечения высот AA1 и CC1 тре-
угольника ABC делит высоту СС1. 

Из теоремы синусов, применённой к 
треугольникам AOC и ABC, следуют ра-
венства

cos sin
CO CO

C OAC

.
sin sin sin

AC AC AB
AOC B C

Следовательно, имеют место равенство 

Á
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CO = AB · ctg C аналогичное равенство
AO = BC · tg A.

Кроме этого, имеет место равенство
OC1 = AO · cos B. Следовательно,

1

ctg .
ctg cos

CO AB C
OC BC A B

Учитывая равенство 
sin ,
sin

AB C
BC A

 окон-
чательно получаем

1

cos .
cos cos

CO C
OC A B

Задача 7. В каком отношении высота 
треугольника может делить его биссек-
трису?

Р еш е н и е. Обозначим O точку пере-
сечения высоты AA1 и биссектрисы CC1 
треугольника ABC. Докажем, что отно-
шение CO : OC1 может принимать любое 
значение k > 0. Рассмотрим острый угол 
с вершиной C (рис. 9). 

Рис. 9

Проведём биссектрису этого угла и от-
ложим на ней отрезок CC1. Отметим на 
этом отрезке точку O, делящую его в от-

ношении 
1

.CO k
OC

 Через точку O прове-
дём прямую, перпендикулярную одной 
стороне рассмотренного угла, и обозначим 
A1 их точку пересечения. Обозначим A 
точку пересечения этой прямой с другой 
стороной угла. Через точки A и C1 прове-
дём прямую и обозначим B её точку пере-

сечения с прямой CA1. Треугольник ABC 
будет искомым треугольником, у которого 
высота AA1 делит биссектрису CC1 в от-

ношении 
1

.CO k
OC

Задача 8. В каком отношении высота 
треугольника может делить его медиану?

Р еш е н и е. Обозначим O точку пере-
сечения высоты AA1 и медианы CC1 тре-
угольника ABC. Докажем, что отношение 
CO : OC1 может принимать любое значе-
ние k > 0. Рассмотрим прямоугольный 
треугольник ABA1 (рис. 10).

Рис. 10

На продолжении катета BA1 отметим 
точку C. Соединим её отрезком с точкой A 
и с серединой C1 гипотенузы AB. Обозна-
чим O точку пересечения этого отрезка и 
катета AA1. Получим треугольник ABC с 
высотой AA1 и медианой CC1. Заметим, 
что если точка C приближается к точке 

A1, то отношение 
1

CO
OC

 приближается к 
нулю. Если же точка C удаляется от точки 
A1, то это отношение неограниченно ра-
стёт. Учитывая непрерывность изменения 
этого отношения, получаем, что оно может 
принимать любые значения, большие
нуля.

Задача 9. Могут ли биссектриса, вы-
сота и медиана, проведённые из разных 
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вершин разностороннего треугольника, 
пересекаться в одной точке?

Р еш е н и е. Пусть в треугольнике ABC 
AB = c, AC = b, BC = a, AA1 – биссектриса, 
BB1 – высота, CC1 – медиана. Как следует 
из решения задачи 4 2 для точки O пере-
сечения биссектрисы и медианы имеет 
место равенство

1

2 .CO b
OC c

Выясним, в каком случае высота BB1 
будет проходить через точку O. Через точ-
ку C  ′1 проведём прямую, параллельную 
BB1, и обозначим B ′ её точку пересечения 
со стороной AC (рис. 11). 

 

Рис. 11

Тогда имеют место равенства
CB1 = a · cos C, 1

cos .
2

c AB B

Следовательно, имеют место равенства
1

1 1

2 cos .
cos

CBCO a C
OC B B c A

Значит, для того чтобы высота BB1 про-
ходила через точку O, нужно, чтобы вы-
полнялось равенство

2 2 cos ,
cos

b a C
c c A

которое эквивалентно равенству
B · cos A = a · cos C.

Построим треугольник ABC, в котором 
биссектриса AA1, высота BB1 и медиана 
CC1 пересекаются в одной точке.

Для этого сначала построим прямо-
угольный треугольник ACC ′, в котором
AC = b. На гипотенузе AC отложим отре-
зок CB1 = AC ′. Через точку B1 проведём 
прямую, перпендикулярную прямой AC, 
и обозначим B её точку пересечения с 
прямой AC ′ (рис. 12). Треугольник ABC 
будет искомым. В нём

AC = b, 
cos 1 1 .

cos cos
b b AAB b

A A

Рис. 12

В частности, из этого следует, что для 
фиксированного острого угла A существу-
ет единственный с точностью до подобия 
треугольник ABC, в котором биссектриса 
AA1, высота BB1 и медиана CC1 пересека-
ются в одной точке.
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